
Tesis

• Gemma Huguet Casades va llegir la seva tesi, dirigida per Amadeu Delshams i Antoni
Guillamon, titulada The role of hyperbolic invariant objects: From Arnold diffusion to biological
clocks, el dia 16 d’octubre de 2008. La tesi correspon al Departament de Matemàtica Aplicada I
de la Universitat Politècnica de Catalunya.

El marc d’aquesta tesi són els objectes invari-
ants hiperbòlics (tors amb bigotis, cicles ĺımit,
NHIM...), que constitueixen, per a aquesta tesi,
els objectes essencials per a l’estudi de diver-
sos problemes des de la difusió d’Arnold fins
als rellotges biològics. Treballem en tres temes
diferents des d’un enfocament tant teòric com
numèric, amb una especial atenció per a les
aplicacions, especialment en neurobiologia:

• Existència de difusió d’Arnold per a sistemes
hamiltonians a priori inestables.

• Algorismes numèrics ràpids per al càlcul de
tors invariants i els �bigotis� associats, per
a sistemes hamiltonians utilitzant el mètode
de la parametrització.

• Càlcul d’isòcrones i corbes de resposta de fa-
se (PRC) en sistemes neurobiològics usant el
mètode de la parametrització.

En la primera part de la tesi, hem consi-
derat el cas d’un sistema hamiltonià a priori
inestable amb 2 + 1/2 graus de llibertat sotmès
a una pertorbació de tipus general. �A priori
inestable� significa que el sistema no pertorbat
presenta un punt d’equilibri hiperbòlic amb una
òrbita homocĺınica associada. El resultat prin-
cipal d’aquesta part de la tesi és que per a un
conjunt genèric de pertorbacions prou regulars,
el sistema presenta el fenomen de la difusió d’Ar-
nold, és a dir, existeixen trajectòries la variable
acció de les quals experimenta un canvi d’ordre 1.
La demostració es basa en un estudi detallat

de les zones ressonants i els objectes invariants
generats en aquestes, i ofereix una descripció
completa de la geografia de les ressonàncies ge-
nerades per una pertorbació genèrica.

En la segona part, desenvolupem mètodes
numèrics eficients que requereixen poca memòria
i operacions per al càlcul de tors invariants i
els �bigotis� associats en sistemes hamiltoni-
ans (aplicacions simplèctiques i camps vectorials
hamiltonians). En particular, això inclou els ob-
jectes invariants involucrats en el mecanisme
de la difusió d’Arnold, estudiat en el caṕıtol
anterior. Els algorismes es basen en el mètode
de la parametrització i segueixen de prop de-
mostracions recents del teorema KAM que no
usen variables acció-angle. Donem detalls de la
implementació numèrica que hem dut a terme i
mostrem alguns exemples.

En la darrera part de la tesi relacionem pro-
blemes de temps en sistemes biològics amb al-
gunes eines conegudes de sistemes dinàmics. En
particular, usem el mètode de la parametrització
i les simetries de Lie per a calcular numèricament
les isòcrones i les corbes de resposta de fase
(PRC) associades a oscil.ladors i ho apliquem a
diversos models biològics ben coneguts. A més
a més, aconseguim estendre el càlcul de PRC en
un entorn de l’oscil.lador. Les PRC són útils per
a l’estudi de la sincronització d’oscil.ladors aco-
blats i una eina bàsica en biologia experimental
(ritmes circadians, acoblament sinàptic i elèctric
de neurones...).

• Rubén Sevilla Cárdenas va llegir la seva tesi, dirigida per Antonio Huer-
ta Cerezuela i Sonia Fernández Méndez, titulada NURBS-Enhanced Finite
Element Method (NEFEM), el dia 24 de juliol de 2009. La tesi correspon al
Departament de Matemàtica Aplicada III de la Universitat Politècnica de
Catalunya.
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Aquesta tesi proposa una millora del clàssic
mètode dels elements finits (Finite Element Met-
hod, FEM) per a un tractament eficient de domi-
nis amb contorns corbs: el denominat NURBS-
Enhanced Finite Element Method (NEFEM).
Aquesta millora permet descriure de manera
exacta la geometria mitjançant la seva repre-
sentació del contorn CAD amb non-uniform
rational B-splines (NURBS), mentre que la so-
lució s’aproxima amb la interpolació polinòmica
estàndard. Per tant, en la major part del do-
mini, la interpolació i la integració numèrica
són estàndards, retenen les propietats de con-
vergència clàssiques del FEM i faciliten l’aco-
blament amb els elements interiors. Només es
requereixen estratègies espećıfiques per realit-
zar la interpolació i la integració numèrica en
elements afectats per la descripció del contorn
mitjançant NURBS.

La implementació i aplicació de NEFEM a
problemes que requereixen una descripció acura-
da del contorn són, també, objectius prioritaris
d’aquesta tesi. Per exemple, la solució numèrica
de les equacions de Maxwell és molt sensible a la
descripció geomètrica. Es presenta l’aplicació de
NEFEM a problemes de scattering d’ones elec-
tromagnètiques amb una formulació de Galerkin

discontinu. S’investiga l’habilitat de NEFEM
per obtenir solucions precises amb malles gro-
lleres i aproximacions d’alt ordre, i s’exploren
les possibilitats de les anomenades malles NE-
FEM, amb elements que contenen singularitats
geomètriques dintre d’una cara o aresta d’un
element (vegeu la figura 1). Utilitzant NEFEM,
la mida de la malla no està controlada per la
complexitat de la geometria. Això implica una
dràstica diferència en la mida dels elements i,
per tant, suposa un gran estalvi tant des del
punt de vista de requeriments de memòria com
de cost computacional. Per tant, NEFEM és una
eina poderosa per a la simulació de problemes
tridimensionals a gran escala amb geometries
complexes.

La resolució numèrica de les equacions d’Eu-
ler de la dinàmica de gasos és també molt sen-
sible a la representació geomètrica. Quan es
considera una formulació de Galerkin discontinu
i elements isoparamètrics lineals, una producció
espúria d’entropia pot evitar la convergència
cap a la solució correcta. Amb NEFEM, l’acu-
rada imposició de la condició de contorn i la
representació geomètrica exacta proporcionen
resultats precisos fins i tot amb una aproximació
lineal de la solució (vegeu la figura 2).

Figura 1. Scattering d’una ona electromagnètica per a un perfil d’avió que mostra el detall d’un triangle amb
una cantonada en l’interior d’una de les seves arestes.

Figura 2. Malla (esquerra) i distribucions del nombre de Mach amb FEM estàndard (centre)
i NEFEM (dreta).
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Una propietat atractiva de la implementació
proposada és que moltes de les rutines usuals en
un codi d’elements finits poden ser aprofitades,
per exemple rutines per realitzar el càlcul de les
matrius elementals, assemblatge, etc. Només és
necessari implementar noves rutines per calcular
les quadratures numèriques en elements corbs i
emmagatzemar el valor de les funcions de forma
en els punts d’integració.

S’han proposat diverses tècniques d’elements
finits corbs a la literatura. En aquesta tesi, es
compara NEFEM amb altres tècniques populars
d’elements finits corbs (isoparamètrics, cartesi-
ans i p-FEM), des de tres punts de vista dife-
rents: aspectes teòrics, implementació i eficiència
numèrica. En els exemples numèrics, NEFEM és,
com a mı́nim, un ordre de magnitud més prećıs

comparat amb altres tècniques. A més, per a una
precisió desitjada NEFEM és també més eficient:
necessita un 50 % dels graus de llibertat que fan
servir els elements isoparamètrics o p-FEM per
aconseguir la mateixa precisió. Per tant, l’ús de
NEFEM és altament recomanable en presència
de contorns corbs i/o quan el contorn té detalls
geomètrics complexos.

Aquesta tesi ha obtingut dos premis: 1) Pre-
mi SEMNI a la millor tesi doctoral del 2009
en métodes numèrics, atorgat per la Sociedad
Española de Métodos Numéricos en Ingenieŕıa;
i 2) Premi ECCOMAS a la millor tesi doctoral
del 2009 en métodes computacionals en ciències
aplicades i enginyeria, atorgat per la Europe-
an Community on Computational Methods and
Applied Sciencies.

• Juan José Rué Perna va llegir la seva tesi, dirigida per Marc Noy Serrano,
titulada Enumeration and limit laws of topological graphs, el dia 18 de setembre
de 2009. La tesi correspon al Departament de Matemàtica Aplicada II de la
Universitat Politècnica de Catalunya.

Aquesta tesi s’emmarca en el context de la com-
binatòria enumerativa de grafs definits per con-
dicions de menors exclosos, i de mapes en su-
perf́ıcies. Més concretament, estem interessats
en l’enumeració (exacta i asimptòtica) de diver-
ses famı́lies de grafs i de mapes, aix́ı com en
l’obtenció de lleis ĺımit per distints paràmetres
que es defineixen en aquestes famı́lies de manera
natural. Les eines fonamentals en tot l’estudi són
el mètode simbòlic per a funcions generadores,
en la versió desenvolupada per Philippe Flajolet,
aix́ı com l’anàlisi de singularitats sobre aquests
objectes. Les eines anaĺıtiques en l’anàlisi de
singularitats permeten l’obtenció d’estimacions
asimptòtiques i de lleis ĺımit per a paràmetres
associats.

La memòria es divideix en cinc caṕıtols. En
el caṕıtol 1 es recorden els conceptes i definici-
ons necessaris en el desenvolupament del treball
posterior.

En el caṕıtol 2 es desenvolupa un framework
en el qual s’obté l’enumeració de grafs definits
per les seves components 3-connexes. Aques-
ta teoria comprèn l’enumeració de la famı́lia
dels grafs planars, dels grafs sèrie-paral.lel i dels
grafs K3,3-free, entre altres. El punt clau és apro-

fitar les idees seminals de William Tutte per
tal de descompondre mapes en components 3-
connexes. S’estudien, a més, diferents lleis ĺımit,
com són el nombre d’arestes, el nombre de blocs
2-connexos, etc. En tots aquests casos, s’obtenen
lleis de tipus gaussià. Obtenim, també, lleis ĺımit
per a paràmetres extremals importants, com
són la mida del core 2-connex i del core 3-con-
nex. En el cas dels grafs planars (i de famı́lies
amb el mateix comportament), l’anàlisi dóna
lloc a distribucions de probabilitat associades
a la llei d’Airy associada als mapes (concep-
te introdüıt per Banderier, Flajolet, Schaeffer
i Soria), relacionada estretament amb lleis es-
tables de paràmetre 3/2. Finalment, trobem
exemples de famı́lies cŕıtiques, on el comporta-
ment asimptòtic depèn fortament de la densitat
d’arestes que s’esculli.

En el caṕıtol 3 s’estudia l’enumeració dels
mapes definits sobre la banda de Möbius, amb la
restricció que tots els vèrtexs es troben sobre
la vora. Amb aquestes hipòtesis, obtenim l’enu-
meració exacta de les descomposicions simplici-
als de la banda de Möbius, resultat ja obtingut
per Edelman i Reiner. El mètode emprat permet
ampliar l’enumeració a les famı́lies de mapes on
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el grau de les cares és un nombre fixat, amb la
condició que la intersecció de dues cares distin-
tes és un śımplex de dimensió d < 3. Obtenim
també lleis ĺımit per a paràmetres associats, que
completen resultats parcials obtinguts per Gao.
En el caṕıtol 4 es realitza un estudi similar sobre
el cilindre. Similarment al caṕıtol 3, els vèrtexs
només es consideren sobre la vora del cilindre.
Obtenim també l’enumeració exacta per a des-
composicions simplicials del cilindre, aix́ı com
de disseccions cel.lulars en k-gons. Cal remarcar
que els raonaments emprats són qualitativament
diferents. Usant el mètode dels moments (junta-
ment amb la transformació de Laplace), dedüım

lleis ĺımit no gaussianes per a distints paràmetres
associats a aquestes famı́lies de mapes.

Finalment, en el caṕıtol 5 estenem els resul-
tats obtinguts en els caṕıtols 3 i 4 a superf́ıcies
compactes, tancades i amb vora, amb gènere
arbitrari. El nostre mètode (que es basa en apro-
fitar l’estructura dels mapes duals associats)
permet l’obtenció d’estimacions asimptòtiques
per a mapes on els vèrtexs es troben sobre la
vora de la superf́ıcie, i on els graus de les cares
pertanyen a un subconjunt dels naturals. Es-
tenem, aix́ı mateix, lleis ĺımit sobre superf́ıcies
arbitràries emprant novament el mètode dels
moments.

• Rosana Tomàs Cuñat va llegir la seva tesi, dirigida per Josep M. Miret
Biosca i Daniel Sadornil Renedo, titulada Volcans d’isogènies de corbes el.ĺıp-
tiques: aplicacions criptogràfiques en targetes intel.ligents, el dia 4 de març de
2011. La tesi correspon al Departament de Matemàtica de la Universitat
de Lleida.

D. Kohel, i més endavant M. Fouquet i F. Mo-
rain, van estudiar l’estructura dels volcans de
`-isogènies d’una corba el.ĺıptica sobre un cos
finit, on ` és un primer qualsevol, i van donar
algorismes per anar des del terra fins al cràter
del volcà. Seguint aquests treballs, en aques-
ta tesi estudiem propietats noves dels volcans
de `-isogènies. Aix́ı, caracteritzem l’altura d’un
volcà de `-isogènies d’una corba el.ĺıptica so-
bre un cos finit Fq a partir de les valoracions
`-àdiques del cardinal de la corba i de q − 1, i
analitzem detalladament el cas ` = 3. D’altra
banda, per a volcans anomenats regulars donem,
segons l’estructura del subgrup de `-Sylow de la
corba, el nivell on està ubicada dins del volcà.

Utilitzant aquest estudi, hem dissenyat un
algorisme que genera, a partir d’una corba do-
nada, una llista de corbes isògenes a la corba
inicial de manera ordenada segons el grau ` de
la isogènia. Amb aquest objectiu, introdüım el
concepte `-cordillera, estructura formada per
tots els `-volcans sobre un mateix cos, per a un

primer `. Aix́ı, per recórrer tota una `-cordillera
saltarem d’un `-volcà a un altre considerant
isogènies de grau un primer `′, diferent de `.

En un vessant més pràctic, hem treballat
en l’ús de la criptografia el.ĺıptica en disposi-
tius com les targetes intel.ligents. Més concreta-
ment, ens hem centrat en els atacs que pateixen
aquests dispositius, com els Zero-Value Points
(ZVP), presentats per L. Goubin i ampliats per
T. Akishita i T. Takagi. En aquesta tesi, propo-
sem una contramesura a aquests atacs, seguint
la ĺınia de la proposada per N. Smart. La con-
tramesura està basada en l’ús d’una variant de
l’algorisme esmentat anteriorment que busca
corbes resistents recorrent les `-cordilleres de
la corba inicial.

Finalment, estudiem el comportament d’a-
quests atacs considerant corbes el.ĺıptiques do-
nades en el model d’Edwards. A diferència de
les corbes el.ĺıptiques expressades mitjançant l’e-
quació de Weierstrass, les corbes d’Edwards no
són vulnerables als atacs ZVP.

• Santi Mart́ınez Rodŕıguez va llegir la seva tesi, dirigida per Concepció Roig
Mateu i Magda Valls Marsal, titulada Protocolos de seguridad para sistemas de
identificación por radiofrecuencia, el dia 7 de març de 2011. La tesi correspon
al Departament de Matemàtica de la Universitat de Lleida.
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En el camp de la identificació automàtica d’ob-
jectes existeix un interès creixent, en el sec-
tor industrial, per a la implantació de sistemes
d’identificació remota per radiofreqüència. La
identificació per radiofreqüència RFID (Radio-
Frequency IDentification) és un mètode auto-
màtic d’identificació on els objectes estan pro-
vëıts d’unes etiquetes que disposen de circuit
integrat i antena, que permeten la seva identifi-
cació a distància.

Les consultes són generades per via sense
fils per un dispositiu anomenat lector RFID.
A causa que aquestes consultes són sense fils,
ens trobem amb el problema que qualsevol po-
dria intentar espiar el canal de comunicació, o
introduir-hi missatges. A més, s’ha de conside-
rar la possibilitat que alguna de les etiquetes
pugui caure en males mans, per la qual cosa una
etiqueta mai haurà de contenir informació (en
clar) que pugui comprometre al sistema.

Aix́ı doncs, per fer ús de la gran potencialitat
que ofereix la identificació per radiofreqüència,

és necessari dotar els sistemes RFID dels meca-
nismes de seguretat apropiats per tal d’evitar
aquests problemes.

En aquesta tesi, es proposen protocols de se-
guretat, aplicats a RFID, que actuen en dos ni-
vells: la capa d’aplicació i la capa de comunicació.

Per a la capa d’aplicació, es proposa un pro-
tocol segur per a la identificació d’etiquetes, ba-
sat en l’ús de criptografia de corbes el.ĺıptiques
i en un protocol de coneixement nul.

Per tal de facilitar el càlcul de corbes el-
ĺıptiques útils, es desenvolupa un mecanisme
paral.lel i automàtic que genera aquestes corbes
en un temps eficient.

Finalment, per a la capa de comunicació, es
proposa un protocol de control d’accés al me-
di que evita que un atacant pugui comptar el
nombre d’etiquetes presents en l’entorn. Aquest
problema té sentit en entorns en els quals s’in-
cloguin etiquetes RFID en productes clau, com
podrien ser els bitllets de curs legal.

Fe d’errates

La recenssió del llibre Stability by linearization
of the Einstein’s field equation de L. Bruna i
J. Girbau, escrita per Josep M. Burgués i pu-
blicada a les pàgines 66-68 de la SCM/Not́ıcies
29, contenia alguns errors de transcripció que
afectaven el significat matemàtic d’alguna de les
frases originals. Aquests errors són responsabili-
tat de l’edició i totalment aliens als autors de la
recensió i del llibre en qüestió, per la qual cosa
els esmenem a continuació, i demanem disculpes
als autors i als lectors:

• A la pàgina 66, columna esquerra, ĺınia -7:
on diu �...hom canvia a l’equació per la se-

va “diferencial”, i obté aix́ı una equació lineal
similar�, ha de dir �...hom canvia a l’equa-
ció el terme de l’esquerra per un terme lineal
relacionat, i s’obté aix́ı una equació lineal�.

• A la pàgina 66, columna dreta, ĺınia 9: on
diu �...les solucions de l’equació d’Einstein
s’aproximen en l’ordre 1 a les solucions de la
linealitzada�, ha de dir �...les solucions de l’e-
quació d’Einstein osculen a l’ordre 1 amb les
solucions de la linealitzada�.

• A la pàgina 67, columna esquerra, ĺınia 7: on
diu �...el volum i regularitat�, ha de dir �...la
mida i regularitat�.
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